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一 个 包含 伪 Smarandache 函数 及 
Smarandache 可 乘 函 数 的 方程 ， 
闫 晓 震 


(汉中 职业 技术 学 院 , 陕西 汉中 723000) 


摘 要 : 对 任意 正 整数 mu 著名 的 伪 Smarandache 函数 Z(m) 定义 为 最 小 的 正 整数 mm 
使 得 7 整除 mtat， 或 者 Z(m) =mi{m: mm E Nm | zt 上 其 中 N 表示 所 有 
正 整数 之 集合 . 而 Smarandache 可 乘 函数 U(n) 定义 为 FU1) = 1 当 m>1 工 且 = 
Pi02 … 23。 为 见 的 标准 素 因数 分 解 式 时 , 定义 U(n)] = max{faapi，oaapa，,… ，aspsj. 
本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 方程 Zfn) = Un] 及 Zn) + 工 = Un) 的 可 解 
性 , 并 获得 了 这 两 个 方程 的 所 有 正 整数 解 . 
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1 引言 及 结论 


对 任意 正 整数 w, 著名 的 伪 Smarandache 函数 Z(m) 定义 为 最 小 的 正 整数 m 使 得 ” 整 
除 瑟 和 ,或 者 Zn) = min{m: mm EN m | 二 }， 其 中 N 表示 所 有 正 整数 之 集合 . 
从 Zn) 的 定义 容易 推出 Z(n) 的 具体 值 , 例如 GZ(n) 的 前 几 项 为 Z(1) = 1 3Z(2) = 3, Z(3) = 2， 
2Z(4) = 7, 2Z(5) = 4 2(6) = 3 GZ(07) = 6，2Z(8) = 15，2Z(9) = 8，Z(10) = 4 GZ) = 10， 
2Z(12) = 8 GZ(13) = 12,，Z(14) = 7,， GZ(15) = 5 G(16) = 31, .……. 关于 2Z(m) 的 初等 性 质 , 许多 
学 者 进行 了 研究 , 获得 了 不 少 有 意义 结果 上 4. 这 里 我 们 列 出 下 面 几 条 简单 性 质 ; 

(a) 对 任意 正 整数 a 及 奇 素数 z Z (pz) = ge 一 1; 

(b) 对 任意 正 整 数 w, 2 (2c) = 2c+1 -1; 

(c) Z(n) 不 是 加 性 函数 , 即 就 是 Z(m +m) = 2Z(m) + GZ(m) 不 恒 成 立 ; 

(d) GZ(m) 不 是 可 乘 函 数 , 即 就 是 Z(m . mn) = 2Z(m) . 2Z(m) 不 恒 成 立 . 

现在 我 们 定义 另 一 个 算术 函数 [(n) 如 下 VD) = 1. 当 呈 > 工 且 史 =221p82 .pos 为 轴 
的 标准 素 因数 分 解 式 时 , 定义 


TV(n) 二 max{alpl， CQ2D2，'…， asps} 


这 个 函数 有 时 也 被 称 为 Smarandache 可 乘 函数 . 之 所 以 这 样 称 是 因为 任意 一 个 算数 函数 Fn)， 
如 果 它 满足 性 质 F(1) = 1 当 另 > 1 且 呈 = 了 王 !p82 ，…p8e 为 史 的 标准 分 解 式 时 ， 


jn) = max{j (1 )， J (22?)， Se (29 ) } 
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把 这 样 的 函数 均 称 为 Smarandache 可 乘 函数 ,关于 它 的 简单 性 质 , 虽然 我 们 至 今 知道 的 不 多 ， 
但 是 也 有 不 少 人 进行 过 研究 , 获得 了 一 些 有 理论 价值 的 研究 成 果 , 参阅 文 [5-6]， 例 如 沈 虹 在 
文 回 中 证 明了 渐 近 公式 


六 汉 2 
2 0 国 
其 中 5(s) 表示 Riemann zeta- 函数 , P(m) 表示 m 的 最 大 素 因子 . 

本 文 的 主要 目的 是 利用 初等 方法 研究 方程 Z(n)] = V(n) 及 2(n) +1= UV(n) 的 可 解 性 , 并 
获得 了 这 两 个 方程 的 所 有 正 整 数 解 , 共 体 地 说 也 就 是 证 明了 下 面 的 : 

定理 1 对 任意 正 整 数 ”> 1, 函数 方程 


Gop) = Un) 


成 立 当 且 仅 当 交 = p.m, 其 中 p 为 奇 素数 , mm 为 2 的 任意 大 于 1 的 因数 . 即 就 是 mm | 于 
且 mm > 1. 
定理 2 对 任意 正 整数 mw, 函数 方程 


Zn)+L=TVn) 


成 立 当 且 仅 当 呈 = 了 .mm, 其 中 p 为 奇 素数 , m 为 号 : 的 任意 正 因数 . 即 就 是 m | 瑟 :. 

显然 我 们 的 定理 彻底 解决 了 方程 Z(n) = Un) 及 2Z(n) +1= Un) 的 可 解 性 问题 , 也 就 是 
证 明了 这 两 个 方程 有 无 穷 多 个 正 整 数 解 , 并 给 出 了 它们 每 个 解 的 具体 形式 ! 特别 在 区 闻 [1,， 100] 
中 , 方程 Z(n) = ln) 有 9 个 解 , 它们 分 别 是 m = 1，6，14，15，22，28，33，66，91， 而 方 
程 Z(o)+1L= TV(on) 在 区 间 [1 50] 中 有 19 个 解 , 它们 分 别 是 风 = 3，5，7，10, 11，13，17，19,，21， 
23，26, 29, 31，34，37，39，41，43，47， 


2 定理 的 证 阴 


这 节 我 们 利用 初等 方法 给 出 定理 的 直接 证 明 . 首先 证 明定 理 1. 事实 上 当 m = 1 时 , 方 
程 Z(n) = ln) = 1 成立 . 当 m = 2 3, 4 5 时 ,显然 ” 不 满足 方程 Z(p) = 7r(n). 于 是 假 
定 m>6 且 满 足 方程 Z(n) = 7(m), 不 妨 设 = :p52 …p8。 为 风 的 标准 素 因 数 分 解 式 , 并 
令 Un) = TU (pa) = ap. 于 是 由 函数 Z(n) 及 U(n) 的 定义 可 知 ap 是 最 小 的 正 整 数 使 得 ” 满 
足下 面 的 整除 式 


nm | ep+ 切 ，m in 0 


现在 我 们 证 明 在 (1) 式 中 c = 1. 事实 上 如 果 a > 1 则 由 ze | ” 立刻 推出 


me | ep 二 也 DO 
由 于 (p，ap + 1) = 1 所 以 由 上 式 立 刻 推 出 pe-1 | a. 当 2 为 奇 素数 时 显然 2) 式 是 不 可 能 的 ， 
因为 此 时 pz-1 > o 与 pe-1 | a 矛盾 . 当 p = 2 时 , 推出 ac = 2. 这 时 (2) 式 成 为 4| 笠 & = 10， 
矛盾 ! 所 以 在 (1) 式 中 一 定 有 a = 1 且 p 为 奇 素数 ， 此 时 可 设 m = 2 :mm 则 由 (1T) 式 可 
推出 p :mm | zt， 即 就 是 mm | 对 1 显然 闸 头 1 否则 m = pp Z(p) = p 一 1 V() = p 
与 Z(p) = (mn) 矛盾 ! 而 当 m = p.m m 为 对 : 的 任意 大 于 1 的 因数 时 , Z(m) = P 7(n) = 刀 


374 纯粹 数学 与 应 用 数学 第 24 卷 


所 以 一 定 有 2Z(m) = V(n). 从 而 推出 ” > 1 且 满 足 方程 Z(n) = TV(n) 当 且 仅 当 mm = p.m mm 
为 百 : 的 任意 大 于 1 的 因数 , 于 是 完成 了 定理 1 的 证 明 . 

现在 我 们 证 明定 理 2. 显然 ” = 1 不 满足 方程 Z(n) + = 7(m). 于 是 不 妨 设 mn > 2 且 满 足 
方程 Z(m)+1= TV(m), 并 令 To) = 了 (pe) = ap. 于 是 由 和 (mm+T1= V(n) 可 得 Znp) = ap 一 1. 
再 由 函数 Z(n) 及 Un) 的 定义 可 推出 
| eg 一， 日 
由 于 (p, ap 一 1) = 1 所 以 由 (3) 式 立 刻 推 出 pa- | a. 从 而 利用 证 明定 理 1 的 分 析 过 程 不 难 推 
出 a=1 且 p 为 奇 素数 , 所 以 可 设 mn = p.m. 再 利用 (3) 式 不 难 推出 m | 好 !. 而 当 交 = pm， 
mm 为 驰 ! 的 任意 正 因数 时 , 容易 验证 nm 满足 方程 Z(n) +1 = 7(m), 所 以 方程 Z(n) +1= T(m) 
成 立 当 且 仅 当 = p.m mm 为 号: 的 任意 正 因数 . 于 是 完成 了 定理 2 的 证 明 ， 
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An equation involving the Pseudo-Smarandache function 
and the Smarandache multiplicative function 


YAN Xiao-xia 


( Hanzhong Vocational and Technical College, Hanzhong “723000, Chbina) 


Abstract: For any positive integer mn, the famous Pseudo-Smarandache function 2Z(m) is defined as the smallest 


(mm 十 1) 到 ( 亿 十 苇 
= 和 


Positive integer 7m such that mn divides Where N denotes 


the set of all positive integers, Tbe Smarandache multiplicative function UV(n) is defined as V() = 1. Im > 1and 


,or Zn) = minfm :meNmi 


有 兄 一 21D22 209。 denotes the factorization of mn into Prime powers, then U(n) = max{alpl，aapa2，.… ，aspo}， 
The main purpose of this paper is using the elementary methods to study the solutions of the equation 2Z(m) = 
Vln) and Zn) 二 1=U(n, and give their all positive integer solutions. 

玫 eywords: Pseudo-Smarandache function，Smarandache maultipjicative function，equation，positive integer 
solution 
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